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Nesta aula, comecaremos a estudar uma das fungoes
mais importantes da Matematica, a fungao exponencial.
Tentaremos apresentar, na medida do possivel, uma abor-
dagem rigorosa, o que nos obrigara a citar, de modo in-
formal, alguns resultados importantes do Calculo, como a
nocao de continuidade e uma versao intuitiva da nogao de
derivada, vista como taza de variagdo de uma funcao.

1 Dois exemplos

Nesta se¢ao, veremos dois exemplos em que a funcao que
controla um determinado fendmeno natural satisfaz uma
identidade especifica, cujas consequéncias estudaremos na
secao posterior.

Exemplo 1. Em uma cultura de bactérias, uma populacao
inicial de uma unidade (que geralmente é medida em mi-
lhares de individuos) aumenta com o tempo. Denotamos
por P(t) a populagao resultante dessa unidade populacio-
nal apds um tempo t. Se supusermos que hd uma quanti-
dade ilimitada de nutrientes, de modo que essa populacdo
cresca sem restrigoes, que informagoes podemos obter so-
bre a fungdo P?

Como hd uma quantidade ilimitada de alimento, o au-
mento de populagcdo ndo provoca competicdo entre as
bactérias, logo, nao retarda o crescimento da populacao.
Disso, podemos concluir que o tamanho da colonia de
bactérias é proporcional a sua populacdo inicial. Portanto,
se essa populacdo inicial consistir de py unidades, entdo,
apds um tempo t, teremos uma populagao de poP(t) uni-
dades.

Passado um tempo t + s, a populagcao unitdria inicial
aumenta para P(t 4+ s). Por outro dado, podemos dividir
esse intervalo de tempo em dois intervalos menores: do
inicio até o instante t, a popula¢ao aumenta de 1 para P(t)
unidades; do instante t até o instante t + s, a populacao
aumenta de pg = P(t) para poP(s) = P(t)P(s).

Dessa forma, a funcdao P satisfaz a identidade

P(t+5) = P(t)P(s),
para todos s, t > 0.

Exemplo 2. FElementos radioativos mudam com o tempo,
transformando-se em outros elementos. Assim, a massa
de uma determinada quantidade de material radioativo di-
minui com o tempo. Denotemos por M(t) a massa de um
determinado material radioativo que resta, apds um tempo
t, pela transmutacdo de uma quantidade inicial de 1 uni-
dade de massa.

Supondo que os dtomos desse material ndo exercam in-
fluéncia uns sobre os outros, podemos concluir que a quan-
tidade restante no instante t € proporcional a quantidade
inicial, de modo que uma massa inicial mgo se reduz a
moM (t) apds um tempo t.

De uma quantidade inicial de 1 unidade de massa, res-
tardo M(t + s) unidades de massa apds um tempo t + s.
Outra maneira de calcular essa massa € considerar dois
intervalos de tempo: apds um tempo t, uma unidade de
massa se reduz a M (t) unidades de massa; apds um tempo
s, mog = M(t) unidades de massa no instante t se reduzem
a moM(s) = M(t)M(s) unidades de massa no instante
t+ s.

Dessa forma, a fungdo M, que controla.o decaimento de
massa de uma substancia radioativa, satisfaz a identidade

M(t+s) = M(t)M(s),
para todos s,t > 0.

Embora os fenomenos descritos acima. sejam de na-
turezas completamente distintas, ambos sao regidos por
funcoes que satisfazem uma mesma identidade. Na secao
seguinte, veremos que é possivel deduzir, a partir dessa
identidade, varias propriedades notéveis desse tipo de
fungao.

2 A propriedade fundamental e su-
as consequéncias

Usaremos a letra A para indicar um dos conjuntos numé-
ricos: Z, Q, R.

Vamos estudar fungoes F : A — R que tém a seguinte
propriedade fundamental:

E(r+y) = E(z)E(y), (1)

para todos x,y € A.

Observe que as fungoes consideradas nos exemplos |1 e
satisfazem tal identidade, para todos os reais nao negati-
vos x,y. Aqui, veremos que propriedades uma fungdo que
satisfaz deve necessariamente ter.

Primeiramente, se E(0) = 0, entao

E(z)=E(x+0)=E(x)E0)=E(z)-0=0
para todo z € A. Dessa forma, para que a fungdo E nao

seja identicamente nula, devemos assumir que E(0) # 0.
Por outro lado, sendo esse o caso, temos

E(0) = E(0 + 0) = E(0)E(0)

e, como E(0) # 0, podemos cancelar F(0) em ambos os
membros da tdltima igualdade para obter E(0) = 1. Resu-
mindo:

Se F : A — R satisfaz a relagao e nao é
identicamente nula, entdao E(0) = 1.

De um modo mais geral, se existe algum xg € A tal que
E(xg) = 0, entdo, para qualquer = € A, temos
E(z) = E(xo+ z — x0)
= E(ZL‘O)E(IE — I’o)
=0-E(x —x9) =0.
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Assim,

Se F : A — R satisfaz a relagao e nao é
identicamente nula, entdo E(x) # 0, para todo
x € A

Em particular, como E(1) # 0, temos E(1) > 0 ou E(1) <
0.

Continuando, vamos mostrar agora que, se F(1) < 0,
entao a funcao E é “mal comportada” e, por isso, evitare-
mos este caso. Se E(1) =b < 0, entdo

E@2)=E(1+1)=EM0LEQ1)=b-b=0b*>0;

portanto, a funcao E assume valores com sinais contrarios
nos extremos do intervalo [1,2]. Como queremos, em ulti-
ma instancia, considerar a fungao F definida sobre o con-
junto R dos numeros reais, é natural pensarmos que, se o
grafico da fungao E for uma curva, e se essa curva pas-
sar por pontos separados pelo eixo das abscissas, ela deve
passar por algum ponto pertencente a esse eixo (veja a
Figura[l| e a Observagao .

[ S =
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Figura 1: o grafico corta o eixo das abscissas.

Mas isso implicaria que F(a) = 0, para algum a € (1,2),
e acabamos de ver que, se F nao for identicamente nula,
entdo serd sempre diferente de zero.

Observacao 3. De um modo intuitivo, dizemos que uma
funcdo E € continua se pequenas alteragoes em x pro-
vocam pequenas alteragoes em E(x). Assim, o que fize-
mos acima foi sugerir que, se E : R — R for uma funcao
continua, entao nao podemos ter E(1) < 0.

O resultado usado intuitivamente na discussao acima,
que garante a existéncia de a € (1,2) tal que E(a) = 0
vale para funcdes continuas definidas em intervalos e € co-
nhecido como o Teorema do Valor Intermedidrio. Ele
€ um dos resultados fundamentais do Cadlculo.

Isso justifica a escolha de E(1) = b como sendo um
ntumero real positivo. Esse nimero b é chamado de base
da funcao exponencial E.

2.1 Expoentes inteiros (A = Z)

Para o que segue, lembre-se de que, para um nuimero na-
tural n, a poténcia b™ é definida por 0™ = b...b, com o
fator b sendo repetido n vezes. Por outro lado, usualmente
define-se b° =1 e b™" = 4.

A partir de E(1) = b, obtemos E(2) = EQ+1) =
EMWE(1)=b-b=0V* EQ3)=FEQ2+1)=EQ2)FE() =b>-
b = b3. Em geral, se k é um ntimero natural e supusermos
que E(k) = b*, entdo teremos

E(k+1)=E(k)E(1) =b*-b =01

Portanto, pelo Principio da Inducao Finita, seguird que

‘E(n) = b", para todo n natural. ‘

Como E(0) = 1 =% a igualdade E(n) = b" continua
valida para n =0.
Vamos, agora, calcular E' para niimeros inteiros nega-

tivos. Se k é um nidmero natural, entdao E(—k)E(k) =
E(—k +k) =E(0) = 1. Logo,

e aigualdade E(n) = b" se mantém vélida para todon € Z.

A discussao acima mostrou que uma fungao £ : Z — R
que satisfaz a condigao ([1)) é dada, paran € Z, por E(n) =
b™, onde b = E(1) > 0.

Neste ponto, vale a pena olhar com mais detalhe a ima-
gem dessa fungao: Im (E) = {E(n) | n € Z}.

Se b = 1, entao F(n) = 1, para todo n € Z, logo
Im(E) = {1}. Se b # 1, entdo Im (E) = {b" | n € Z}.
Duas caracteristicas importantes desse ultimo conjunto
sdo:

e Se z,y € Im(E), entdo x = 0" = E(n) ey =" =
E(m), para certos n,m € Z, e xy = E(n)E(m) =
E(n+m) = "t € Im(E), ou seja, o produto de
dois elementos de Im (E) também € um elemento de
Im (E).

e Se z € Im(F), entdo x = b" = E(n), para algum
n€Z Logoz ' =1=L=p""=E(-n) e Im(E),
ou seja, o inverso de um elemento de Im (E) também
é um elemento de Im (E).

Dessa forma, o conjunto Im (E) é fechado para a multi-
plicacao de R, de sorte que podemos ver a multiplicacao de
reais como uma opera¢ao em Im (E). Essa operacao tem
as seguintes propriedades:

(1) é associativa, ou seja, = - (y - 2) = (z -y) - 2z, para
quaisquer z,y, z € Im (F),

(2) tem elemento neutro: o elemento 1 = E(0) € Im (E)
satisfaz 1 -2 = x - 1 = z, para qualquer = € Im (F),
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(3) o inverso 7! de um elemento x € Im (E) em relagao
& multiplicacdo ainda é um elemento de Im (E).

Um conjunto nao vazio sobre o qual é possivel definir uma
operacao que satisfaz as trés condigoes acima, é chamado
de grupo. Se, além disso, a operacao for comutativa, ou
seja, se xy = yx para quaisquer x e y pertencentes ao
conjunto, ele serd chamado um grupo abelian(ﬂ

Em nosso caso, Im (F) é um grupo abeliano, uma vez
que a multiplicacdo de niimeros reais é comutativa. Outro
exemplo de grupo abeliano é o conjunto Z dos nimeros
inteiros, com a operacao adicao “4”; nesse caso, o elemento
neutro é 0 e o inverso de x € Z é o inteiro —x. Nesse
sentido, o que estd acontecendo aqui é que a fungao FE,
devido a sua propriedade fundamental , “transfere” a
estrutura de grupo abeliano aditivo de Z para impor uma
estrutura de grupo abeliano multiplicativo em Im (F).

Exemplo 4. Seja F : Z — R uma funcao satisfazendo ,
com E(1) =b. Os elementos do conjunto {E(n) | n > 0} =
{1,b,0%,b3,...} formam uma progressdo geométrica de
termo inicial 1 e razdo b. Os elementos do conjunto
{E(n) | n <0} = {1, s (%)2,(%)3,...} formam uma
progressao geométrica de termo inicial 1 e razao 1/b.

2.2 Expoentes racionais (A = Q)

Continuando nosso estudo, nesta subsegao vamos estudar
as propriedades de uma funcao FE : Q — R satisfazendo
(1) e com E(1) = b > 0. Primeiramente, notemos que, se
n € N, entao

Como estamos supondo que E satisfaz a propriedade (1)),
podemos escrever, apos aplicar n — 1 vezges,

£(2) o ()

n

ou seja, E/ (%)n = b. Isso nos leva a concluir que F (%) =
/b, ou ainda, usando a notacdo Vb = b'/", que

B(L)=pm,
n

um numero racional, onde m € Z.
Se m = 0, entao r =0e E(r)=E@0)=1=1. Se
m > 0, entao r = %+---+%,ondeasomatemm
parcelas. Nesse caso, temos

£()-e(ed)-2(2) -5(3),

m

3 m
Agora, seja r =

=3

SIE s

m

1Em homenagem ao matemdtico noruegués Niels Henrik Abel
(1802-1829).

de sorte que

(%) =F (1)m - (bl/”)m - ({”/B)m = om

n n
Denotando expressao v/b™ por b™/™, obtemos
E(m/n) = b™/™,
param € Zy, n € N.
A passagem aos racionais negativos é similar aos argu-

mentos que fizemos para passar aos inteiros negativos, na
subsecao anterior. Com efeito, se m < 0, entao

E(T)E@):E(?g):mﬂ

Como m < 0, temos —m > 0, logo, E (*Tm) =pm/n =
(b™/m)~1. Disso, obtemos

— bm/n.

(%) ~E (1Tm) : (bm/ln)fl

Resumindo o que fizemos até aqui, concluimos que

Se E : Q = R satisfaz (1)) e é tal que E(1) =b > 0,
entdo E(r) =b", para todo r € Q.

Em particular, parar,s € Q e b > 0, podemos reescrever
a propriedade (I} da seguinte forma:

b b5 =" VrscQ. (2)
A seguir, veremos tal regra operatdria em agao.
Exemplo 5. Calcule /16 - v/128.
Solugao. Ponha b =2 em , temos

V16 - /128 = V/24 . V27 = 24/3 . 27/5
—235+5 — 915 — Y/o24L,

3 Expoentes reais (A = R)

Seja F : Q — R uma fungdo que satisfaz (1) e tal que
E(1) = b > 0. Vamos analisar dois casos: 0 < b < 1e
b > 1; o caso b = 1 fornece uma funcao E constante igual
a 1 e, por isso, nao sera considerado aqui.

Afirmamos inicialmente que

Seb>1,afuncio E : Q — R, dada por E(r) =
b", é crescente.
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Para justificarmos a afirmacao acima, vamos primeiro
relembrar o que é uma funcao crescente. Dado um con-
junto nao vazio I C R, dizemos que uma funcao f : I - R
é crescente se, para todos z1,z2 € I, a condi¢ao z1 < x2
implicar f(z1) < f(x2).

Sejam, pois r; e r; dois ntimeros racionais tais que r; <
ro. Podemos escrever ro = r1 +1r, com r = ro —r; > 0.
Veja que 7 também é racional, por ser a diferenca entre
dois racionais. Assim,

E(ro) =E(r1+71r)=E(r1)E(r). (3)

Escreva r = 7, onde m,n > 0 sao nimeros inteiros. Como
estamos supondo que b > 1, temos " =b...b > 1 e, dai,
E(r) = ¥/bm > 1. Assim, a igualdade (3| fornece

E(ry) = E(r)E(r) > E(r1),

de sorte que E é crescente.

Dado um conjunto nao vazio I C R, dizemos que uma
funcao f : I — R é decrescente se, para todos z1, 2 € I,
a condicdo z1 < g implicar f(x1) > f(x2). Temos, agora,
que

Se 0 < b <1, afungao F : Q — R, dada por
E(r) =b", é decrescente.

Aqui, o argumento é praticamente o mesmo do caso an-
terior. Novamente, consideramos dois niimeros racionais
ry < r9 € pomos r = 19 — 11 > 0, também racional.
Escrevendo r = 7%, com m,n > 0 inteiros, vemos que
0<b<1implicaque0<b” <1le0< Vb < 1, ou seja,
0 < E(r) < 1. Agora, a relacio (3]) implica

E(re) = E(r)E(r) < E(r1)
e, por isso, F é decrescente.

No que segue, queremos considerar F como uma funcao
de R em R. A primeira coisa que precisamos fazer é definir
o que se entende por b* quando z.€ R.-Ja sabemos o que
isso significa quando x =r € Q, mas, por exemplo, o que
seria bV2? Para suprir essa deficiéncia, necessitaremos de
dois fatos bdsicos sobre mumeros reais e funcgoes defini-
das sobre os reais, os quais utilizaremos sem demonstragao:

Fato 1: o conjunto dos racionais é denso no conjunto dos
reais, ou seja, qualquer intervalo de R contém niimeros
racionais.

Quantificamos essa afirmacao da seguinte forma: dados
a real e § > 0, existe um nimero racional r pertencente
ao intervalo aberto (a — d,a + ).

Fato 2: uma funcdo f : R — R é continua quando
pequenas variagoes em z produzem pequenas variacoes

em f(x) (veja a Observacao [3).

Quantificamos essa afirmagao da seguinte forma: f
é continua quando, para qualquer erro € > 0, existe
outro erro § > 0 tal que, se * € (a — §,a + §), entao

f(x) € (f(a) —¢, f(a) + ).

Utilizando os fatos 1 e 2, é possivel mostrar que, se b >0
e Fy: Q — R é a fungao dada por FEy(r) =b", entao existe
uma unica extensao continua F : R — R de Ep. Nesse
caso, definimos a poténcia b*, com z € R, pela igualdade
b* = E(x), e dizemos que E é a fungao exponencial de
base b.

Na pratica, pensamos em b” como resultado de apro-
zrimagoes sucessivas de numeros da forma b”, com r racio-
nal. Mais precisamente, sendo x irracional, usamos o fato 1
para encontrar racionaisr; < 719 < ... <x <...< 83 < 8§
e tais que r; e s;/se aproximam mais e mais de x

(no caso x = v/2, por exemplo, poderfamos tomar r; =
1,79 =1,4, r3 = 1,41, etc, e s1 = 2, s = 1,5, s3 = 1,42,
etc). Entao, observamos que, se b > 1, tem-se

b < <L <D < b < b

continuando, mostramos que existe um tnico ntimero real
y maior que todos os b7 e menor que todos os b%, e defi-
nimos b” como sendo esse ntmero real.

No caso 0 < b < 1 o argumento é essencialmente idéntico
a0 acima; a unica diferenca essencial reside no fato de que,
nesse caso, temos b > b > b > ... > b% > b%2 > b1,

Em resumo,

Escrevendo r; — x e s; — x para significar que
r; € 8; se aproximam mais e mais de x, temos
que

Ty <x <S8 b < b < b
rj,8; =T b7 0% — b*

Observacao 6. Grosso modo, a maneira descrita acima é
aquela pela qual as calculadoras operam com numeros irra-
cionais: aproximando-os por niumeros racionais e usando
a continuidade das funcoes envolvidas nos cdlculos que se
quer fazer para ter certeza de que o resultado gerado com
tais aproximacoes também é uma boa aproximacdao do re-
sultado exato.

Uma observacao importante é que
b* >0, Vb>0,x € R.

Realmente, se r,s € QQ sao tais que r < = < s, entao,
conforme vimos acima, temos b < b* < b° se b > 1 ou
b" > b" > b° se 0 < b < 1. Em qualquer caso, como
b",b° > 0, é claro que b® > 0 também.

Outra observacao importante é colecionada no seguinte
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Teorema 7. Seja E: R — R a funcdo exponencial de base
b.

(a) Seb>1, entao E € crescente.
(b) Se0<b<1, entio E € decrescente.

Prova. Analisemos o caso b > 1, sendo o caso 0 < b < 1
totalmente andlogo.

Dados ntimeros reais x; < x3, queremos estabelecer que
b*1 < b*2. Ora, a discussao anterior deixa claro que, se
r € (x1,z2) é um racional (o qual existe, pelo Fato 1),
entao b*t < b” e b" < b*2. Em particular, b** < b*2. O

A seguir, discutiremos como a fungdo exponencial varia.
A identidade fundamental nos permite encontrar uma
relagao muito especial entre a taxa de variacao de F e a
prépria funcao E.

Podemos pensar na taxa de variacao da fungao E em
um ponto ¢ como uma “velocidade” de crescimento de F
em um intervalo pequeno que vai de t a t + s. Pensando
nas varidveis t e s como sendo “tempo”, a razao

E(t+s)— E(t)
E— (4)
5

mede a “velocidade média” de F no intervalo que vai de
tat+s. Se s é muito pequeno, essa velocidade média se
aproxima da “velocidade instantanea” no instante t. De-
notamos essa velocidade instantédnea por E’(t).

Em particular, o quociente

E(s)—1 _ E(0+s)— E(0)

(5)

mede, para valores pequenos de s, avelocidade instantanea
de FE no instante 0, ou seja, E’'(0).

Da relacao E(t 4+ s) = E(t)E(s) segue que E(t + s) —
E(t) = E(t)E(s) — E(t), logo,

Blt+8) = BO) o p oy B =1

Fazendo s se aproximar de zero, obtemos a igualdade
E'(t) =E(t)- E'(0). (6)

Quando estudarmos logaritmos, veremos que existe uma
fungéo exponencial E tal que E'(0) = 1. Por esse motivo,
essa fungao exponencial especifica ocupa um lugar de des-
taque entre as fungoes exponenciais, sendo chamada funcao
exponencial natural.

Ainda para tal funcao exponencial, teremos de @ que

E'(z)=E(z), VzeR.

E costume denotar a base dessa fungao exponencial por e,
de sorte que E(1) = e e E(z) = e, para x € R.

Também veremos, em uma aula sobre logaritmos, que o
numero e é irracional, com

e = 2,718281828459045. (7)

A discussao acima permite dar uma outra justificativa
para o Teoremal[7] a qual é bastante instrutiva para estudos
posteriores.

Prova alternativa do Teorema [7.

(a) Como b > 1, a restricdo da fungao E aos racionais
é crescente. Isto posto, fazendo s aproximar-se de 0 por
valores racionais positivos na expressao , temos que

E(S—)——l>0'

s>0=E(s)>E0)=1= .

Agora, fazendo s aproximar-se de 0 por valores racionais
negativos, temos, de forma andloga, E% > 0. De qual-
quer modo, a “velocidade” E’(0) é positiva.

Observe agora que E(t) > 0 e, pela igualdade @,
E'(t) =E(t)-E'(0) > 0. Portanto, intuitivamente, é de se
esperar que, tendo “velocidade” positiva em cada instante,
a fungdo F seja crescente. De um modo um pouco mais
preciso, se x7 < To Sa0 numeros reais, denotemos t = e
§ = x9 — @1, OU seja, ro =t + 5. Entao,

E(x2) — E(x1) _ E(t+s)— E(t) ~ E(t) > 0,
To — X7 S

onde o simbolo “~” significa que a fragao Elt4s)-E@) é,

aproximadamente igual aEl, E’(t). Essa aproximagao é tao
precisa quanto se queira, desde que s = xo — x1 seja sufi-
cientemente pequeno.

Uma vez que E’(t) > 0, podemos considerar M
suficientemente préximo de E’(t), para que também seja
positivo. Assim, %ﬁ(m > 0 e, como x2 —z1 > 0,
temos que E(xg) — E@ﬁ) > 0, ou seja, E(z1) < E(z2) e
E é uma fungao crescente.

(b) Este caso pode ser tratado do mesmo modo que o caso
anterior, com a diferenca que, neste caso, E'(t) < 0, para
todo t, ou seja, E tem uma “velocidade” negativa, o que in-
dica que F é decrescente neste caso. Deixamos os detalhes
a cargo do leitor. O

Observacdo 8. Como consequéncia do Teorema [T, seque
que a fungdo exponencial € sempre injetiva, ou seja, se
T1 F# Ty $G0 numeros reais, entdo r1 < To ou Ty < 1, l0go
E(z1) < E(z2) ou E(x2) < E(x1), logo E(x1) # E(x2).
Evidentemente, a funcio E : R — R nao € sobrejetiva,
pois E(x) > 0, para todo x € R. Na aula sobre logaritmos,
veremos que a imagem de E € o intervalo (0,400).

2Uma demonstracéo rigorosa desse fato teria que fazer uso de um
teorema devido ao matemdtico franco-italiano J. L. Lagrange (1736—
1813), conhecido como Teorema do Valor Médio de Lagrange.
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4 De volta aos exemplos iniciais

Nos exemplos [I] e [2] as fungoes P e M satisfazem a iden-
tidade fundamental . Vamos também supor que essas
fungbes sao continuas, o que é plausivel pois, em inter-
valos pequenos de tempo, as mudangas, de populacao de
bactérias no Exemplo [If e de massa de material radioativo
no Exemplo [2] sdo pequenas.

Primeiramente, vejamos a fungao P : [0, +00) — R. Su-
ponhamos que a populagao inicial de bactérias seja Py = 1,
ou seja, P(0) = 1. Entao, P(t) = b, onde b > 1 porque
a fungdo P é crescente. Em geral, se a populagao inicial
Py de bactérias nao for necessariamente igual a 1, temos
P(t) = Pybt.

Em uma aula futura sobre logaritmos, veremos que b =
eB, onde e = 2,71828 é o niimero que aparece em @ e
B > 0. Assim, a fungdo P pode ser escrita como

P(t) = Py - P, (8)

onde P, e B sao constantes que podem ser calculadas uma
vez que se conhega a populagao inicial P(0) e a velocidade
inicial P’'(0) de crescimento da populagao.

Se a fungdo M : [0,+00) — R é tal que M(0) = 1,
entao M(t) = a', onde 0 < a < 1, pois M ¢é uma fungao
decrescente. Se a massa inicial é My, ndo necessariamente
igual a 1, entao M (t) = Myat.

Assim como no exemplo anterior, a = e~ *, onde e =
2,71828 é novamente o niimero que aparece em eA>0.
Dessa forma, a fungao M pode ser escrita como

A

M(t) = My - e~ A, (9)

onde My e A sao constantes que podem ser calculadas a
partir da massa inicial M(0) de material radioativo e de
sua velocidade inicial de desintegracao M’(0).

Dicas para o Professor

A presente aula pode ser coberta em trés ou quatro en-
contros de 50 minutos.

Aqui, temos um exemplo tipico de fungdo cujo estudo
rigoroso s6 é possivel .com o uso dos métodos do Célculo
Diferencial e Integral. No caso da fungdo exponencial, te-
mos trés alternativas para defini-la (com os recursos do
Caélculo):

i. como solucao unica da equacao diferencial vy = ay,
com a constante e y(0) = 1;

[e%e] "

ii. como a série de poténcias )~ 7 (para a base e);

ili. como a inversa da fungao L : (0, +00) — R, dada pela
integral L(z) = [ +dt (a fungdo logaritmo natural).

Uma vez que nenhum desses recursos estd disponivel no
Ensino Médio, tivemos que trilhar um caminho mais longo
e trabalhoso.

Um livro de Célculo que tras muitas aplicagoes interes-
santes da funcao exponencial é a referéncia [1].

Entendemos que essa necessidade do uso do Caélculo
é algo positivo, pois dd motivagao para estudos mais
avancgados, que nao sao apenas continuagao dos assuntos
vistos no Ensino Médio, como também servem para jus-
tificar de modo rigoroso certos resultados basicos vistos
no Ensino Médio, como a definicao geral do que é uma
poténcia b”, com expoente real x.

Quando estudarmos logaritmos, veremos que uma cami-
nho natural e mais acessivel para a_.construgao da funcao
exponencial com expoente real é sua definicao como a in-
versa de uma funcgao logaritmica, cuja definicao envolve o
célculo de areas de certas regides do plano delimitadas por
segmentos de reta e por um ramo de hipérbole equilatera.
Essa é a abordagem desenvolvida na referéncias [2] e [3].

Se vocé preferir, pode seguir o tratamento apresentado
nesta aula até a parte em que os expoentes sao racionais.
Pode, entao, assumir que a fungao se estende, continua-
mente, de modo tunico-para expoentes reais, adiando a jus-
tificativa deste fato para quando estudarmos logaritmos.

Sugestoes de Leitura Complementar
1. P. Lax, et. al. Cdlculo, Aplicagdes e Programagao, vol. 1,

Rio de Janeiro, Ed. Guanabara Dois, 1976.

2. A. Caminha. Topicos de Matematica Elementar, vol.3,
SBM, Rio de Janeiro, 2012.

3. E. L. Lima. Logaritmos, SBM, Rio de Janeiro, 1991.
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