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1 Forma canoénica da funcao qua-
dratica
Sejam a,b,c € R, com a # 0. Uma fungao f : R — R,

dada por
f(z) = az® + bz + ¢, (1)

é chamada fungao quadratica.
Para estudarmos convenientemente a fungao quadratica
f, vamos escrevé-la na forma seguinte:

b
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(Observe que, do final da primeira linha até a terceira li-
nha, o que fizemos foi completar quadrados para escrever
2% + % como (z + %)2.)

A expressio A = b? — 4ac (1&-se Delta) é chamada dis-
criminante da funcao quadratica f. Assim, os célculos
acima nos permitem escrever

fo-a(ei Y2

A expressao do segundo membro acima é chamada de
forma canénica da funcgao f.

A forma canénica de uma funcdo quadritica permite
que cheguemos a algumas conclusoes importantes sobre a
fungao. A primeira dessas conclusoes diz respeito ao valor
minimo, ou maximo, que essa funcao pode assumir.

Como o quadrado de um niimero real nunca é negativo,
> 0 para qualquer valor de z, sendo

2 . ; .
(w + %) =0 se, e somente se, x = —=~. A partir dai, h4

2a
duas situagoes possiveis:

temos (z + Q—ba)2

(D Sea>07entéoa(x+%)220e

f(x)a(erQI;

Além disso, a igualdade ocorre na desigualdade acima se,

e sé se, r = f%. Assim, neste caso, o valor minimo

da funcao f é —%,
- _b

r=—g.

e tal valor é atingido somente para

(I) Se a < 0, entdo a (z + %)2 <0e

Neste caso, o valor maximo da fungao f é 4%, sendo atin-

: _ _ b
gido somente para z = —5-.

Tlustramos a discussao acima com o seguinte

Exemplo 1. Escreva cada funcdo f : R — 'R, dada abaizo,
na forma canénica. Em cada caso, decida se hd mdximo
ou minimo e encontre esse valor extremo.

(a) f(x) =2®—6z+8.
(b) f(z)=—a?+z+1.
(€) flz)=a® -2 +1.

Solucao. Colocaremos as fungées na forma canonica
completando quadrados.

(a) Procedendo como na dedugao de (2)), temos

f(z) =2? —6x+8
=g2—-2.2-3+32-32+38
=(z-3)?-1

Como (z — 3)? > 0, temos que f(z) = (x —3)%? =1 > —1.
Assim, esta fungao atinge um valor minimo, igual a —1,
atingido somente para x = 3.

Outra maneira de resolver o problema é aplicar direta-
mente os casos (I) ou (II): o coeficiente de 2% é a =1 > 0,
logo, a fun¢ao admite um valor minimo. Esse valor é dado
por —ﬁ e, como b = —6, ¢ = 8, temos

A b2—4ac_ 36 —32

da - 4da 4

(b) Imitando novamente os passos que levaram a ([2)), temos

f@) = —(@®—x—1)

—1.

Como (J}* %)2 > 0, temos que — (:c — %)2 <0e f(z) =
— (w — %)2 + % < %. Assim, esta fungao assume valor
méximo 2, atingido somente para z = 3.

De maneira anédloga ao item (a), outra forma de resolver
o problema é aplicar o caso (II) da discussao que precede o
exemplo: o coeficiente de 22 é a = —1 < 0, logo, a funcao
assume um valor méaximo, dado por —4%. Uma vez que
b=1ec=1, temos

A b2 — dac 1+4 5

40 da -1 4
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(c) Neste caso, temos diretamente que

2
f(x):x2—x+i: (x—i) >0,

logo, o valor minimo da funcao é 0, atingido quando = = %
Uma solugao alternativa anédloga as dos itens anteriores
também funciona: como a = 1 > 0, a funcao assume o

-~ A .
valor minimo — - = 0, pois A = 0. O

2 Maximos e minimos

A breve discussao da secao anterior nos permite resolver al-
guns problemas interessantes, nos quais precisamos encon-
trar valores méaximos ou minimos de determinadas gran-
dezas, sujeitas a certas restrigoes. Vejamos um exemplo:

Exemplo 2. Considere dois nimeros reais cuja soma €
igual a 6. Qual € o maior valor que o produto desses dois
numeros pode assumir?

Solucao. Sejam z,y € R tais que z+y = 6. Queremos en-
contrar o maior valor possivel para P = zy. Da igualdade
x+y =6, segue que y = 6 —x. Assim, P = a2y = (6 — z),
ou seja, P = P(z) = —2% + 6. Como a = —1 < 0,
b = 6 e c = 0 para essa funcao quadrética, pelo caso
(IT) discutido anteriormente o produto P atinge um va-
lor maximo quando z = — 2 = —9 3. Neste caso,
y=6—r=6—3=3eoprodutoé P=2y=3-3=9. O

2a 2(—-1)

Observacdo 3. Outra solugdo para o Exemplo|3 resulta da

desigualdade
r+y

VIy S == (3)
a qual € vdlida para quaisquer numeros reais x,y > 0 e €
tal que a igualdade ocorre se, e somente se, x = y.
No Ezemplo[3, como x +y = 6, temos

2
Ty < <x;y> =9,

e esse valor mdximo € atingido se, e somente se, x = y;
mas como T +y = 6; essa condi¢cao para a igualdade forca
que tenhamos r =y = 3.

Para verificarmos a validade de , basta notarmos que,
para’z,y >0, tem-se (vo—/y)*> > 0, logo, x+y > 2,/7y.
Dividindo por 2, obtemos (3). A igualdade ocorre se, e
somente se, (\/x — \/y)? = 0, isto ¢, se, e somente se,
T =1y.

A desigualdade pode ser generalizada: se x1,...,T,
Sa0 numeros reais positivos, entao

(z1...20)Y g% (4)

e a igualdade ocorre se, e somente se, t1 = ... = Ty,.

Vamos demonstrar no caso n = 3, mostrando que,
para z, y e z reais nao positivos, tem-se sempre

(oy)/s < THEEE, )
com igualdade ocorrendo se, e somente se, r = y = z.
Primeiramente, observemos que, para a, b e ¢ reais po-
sitivos, temos (a — b)? + (a — ¢)?> + (b — ¢)?> >.0, pois a
expressao do primeiro membro é uma soma de trés qua-
drados de nimeros reais. Desenvolvendo esses quadrados,
obtemos
a® + b% + ¢ > ab+ ac + be. (6)

Agora, multiplicando ambos os membros da ultima de-
sigualdade acima por a +.b + ¢ (que é positivo), ficamos
com

(a4 b+ c)(a® +b* +¢®) > (a+ b+ c)(ab + ac + be).

Expandindo os produtos e cancelando a soma a?b + a’c +
ab® + b%c + ac® + b em ambos os membros, obtemos a
desigualdade

a® + b2 + ¢ > 3abe.

Fazendo a = ¢/x, b= ¢y e c = ¢z, obtemos ().

Por fim, uma répida inspe¢ao no argumento acima mos-
tra que s6 teremos igualdade se a tivermos em @ Mas,
uma vez que essa desigualdade equivale a (a — b)? + (a —
¢)?+(b—c)? =0, devemos ter a—b =0, a—c =0, b—c = 0,
istoé,a=b=rc. Assim,z=y=z.

Exemplo 4. Calcule o valor mdzimo possivel para xy(15—
x —y), sendo x ey reais positivos.

Solugao. Se x e y sao tais que 15—z — y < 0, entdo o
produto zy(15 — z — y) é negativo e, neste caso, o produto
nao é méaximo. Assim, vamos considerar x > 0 e y > 0
tais que z = 15 — x — y > 0. Queremos encontrar o valor
méximo de xyz, sabendo que x + y + z = 15.

Usando 7 obtemos

sty 15

D.
3 3

(zyz)
A igualdade ocorre se, e somente se, t =y =z =5¢€eo0
valor maximo de xy(15 — z —y) é 53 = 125. O

Voltemos a aplicar as condigoes de maximo ou minimo
para uma fungao quadratica, desta vez em um problema
geométrico.

Exemplo 5. Dentre todos os retangulos inscritos em um
quarto de circulo, descubra, com justificativa, o que tem
drea mdzrima.

Solugao. Se um retangulo de base x e altura y esta ins-
crito em um quarto de circulo de raio R, como na Figurall]
entao o Teorema de Pitdgoras da a relagao

2 +1? = R%
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Figura 1: um retangulo inscrito em um quarto de circulo.

Assim, podemos escrever a area do retangulo como

A=zy=a2VR?—22=+\/R222 — z%.

A drea A(z) = VR%x? — z* serd a maior possivel quando
o radicando R%x?—2* for méximo. Essa expressio pode ser
escrita como f(t) = R?*t —t2, onde t = x2. Assim fazendo,
percebemos que a drea do retangulo € a raiz quadrada de
uma funcdo quadrdtica f, cuja varidvel t € quadrado de x.

A fungdo quadrédtica f realmente admite um valor
méaximo, pois o coeficiente de t> é —1). Por outro lado,
esse valor maximo sé é atingido quando t = —% =
—% = R;, ou seja, quando x = vVt = %. Neste caso,

y:\/R2—$2:

quando x =y = 750 O seja, quando o retangulo inscrito

for um quadrado. O

R2. Isso significa que a area serd maxima

=5

3 Movimento em uma reta com a-
celeragao constante

Considere um ponto material em movimento sobre uma
reta. A situacdo ideal é aquela em que podemos determinar
a posicao do ponto sobre a reta em qualquer instante ¢ >
to, onde ty é um instante inicial.

Suponhamos que a posi¢ao do ponto material seja dada,
no instante ¢, por uma fungao quadratica s(t) = at?+bt+c.
Nosso.objetivo é descrever-fisicamente seu movimento ao
longo da reta.

Inicialmente, vamos descobrir como calcular a veloci-
dade em cada instante ¢t. Tal velocidade instantanea nada
mais é do que um numero do qual se aproximam as velo-
cidades médias em intervalos de tempo muito pequenos,
0s quais comegam ou terminam em t. Mais precisamente,
considerando-se o intervalo de tempo de t a t+ At, a veloci-
dade média do ponto nesse intervalo é dada, por definicao,
pela razao

As  s(t+ At) — s(t) .
At At ' @

Vamos calcular a variagao de posicao As:

As = s(t+ At) — s(t)

a(t + At)? +b(t + At) + ¢ — (at® + bt +¢)

= at® + 2atAt + aAt® + bt + bAt + ¢ — at®* — bt — ¢
2atAt + aAt* + bAL.

Agora, a velocidade média, no intervalo de tempo [t, t+At],

3

e
As  2atAt + aAt? + bAt

Quando At fica muito pequeno, ou seja, proximo de zero,
a parcela aAt se torna desprezivel e pode ser desconside-
rada. Assim, a velocidade do ponto material no instante ¢

é dada por

v(t) = 2at +b. (8)

Logo, se a posicao de um ponto que se move ao longo de
uma reta é dada por uma funcgao quadratica do tempo,
entao sua velocidade é dada por uma funcao afim do
tempo.

Para examinarmos como a velocidade varia, definimos o
quociente

Av  o(t+ At) —v(t) 9

At At ©)
como a aceleragao média do ponto no intervalo de tempo
de t a t + At."Em nosso caso, temos

Av =v(t+ At) —v(t)
= 2a(t+ At) + b — (2at + b)

= 2aAt.
Portanto, a aceleragao média do ponto material é
Av
-— = 2a,
At

uma constante.
Assim, concluimos que

Se a posicao de um ponto material sobre uma reta for
dada por uma fungao quadrética, entao sua aceleracao
serd constante.

Mais ainda, se a aceleracao do ponto é dada por A, entao
20=Aea= %.
Consideremos o instante inicial do movimento como tg =
0. Neste caso, denotando vy = wv(0), segue de que
vg = v(0) = b, e a fungdo afim que determina a velocidade

em cada instante é dada por
v(t) = vy + At. (10)

Finalmente, se sgp = s(0) = ¢, entdo a funcdo que descreve
a posicao do ponto material em cada instante ¢, a partir
de tg = 0, é dada por

A
s(t) = so + vot + 5752. (11)

Reciprocamente, é possivel mostrar a afirmagao a seguir:
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Se um ponto de movimenta sobre uma reta com ace-
leracao constante A, partindo, em t = 0, da posicao sg
com velocidade vy entdo sua posigdo s = s(t) é dada

pela expressao .

A demonstracio desse fato estd além dos objetivos desta
aula. Para uma exposigao elementar, veja a referéncia [6].

Exemplo 6. Uma pedra é deizada cair em um poco e de-
mora 2 sequndos para chegar ao fundo do poco. Supondo
que o movimento da pedra se dd em linha reta e que a ace-
leragdo que ela sofre é g = 9,8m/s%, calcule a profundidade
do poco.

Solucao. Como a pedra é deixada cair, a velocidade ini-
cial é vg = 0. Assim, nos dé s(t) = so + 4t*. Con-
siderando como posigao inicial o ponto de onde se solta a
pedra (a “boca” do poco), temos sp = 0 e $(2) = p, onde
p é a profundidade do pogo. Logo,

p:0+g~22=2g:19,6m.

Dicas para o Professor

O material desta aula pode ser coberto em pelo menos
trés encontros de 50 minutos cada.

A forma canénica da funcao quadratica pode ser, num
primeiro momento, apresentada sem demonstracao. Se
os estudantes tiverem experiéncia com completamento de
quadrados, a demonstragao pode ser apresentada logo.
Caso contrario, é interessante que, primeiramente, sejam
resolvidos alguns exemplos onde equagoes de segundo grau
sao resolvidas usando-se o método de completamento de
quadrados. Uma alternativa efetiva é, antes de discutir o
caso geral, apresentar o Exemplo[I] para que os estudantes
percebam como o método do completamento de quadrados
funciona.

O estudo de méaximos e minimos por métodos elemen-
tares abre a perspectiva de que se apliquem desigualdades
a resolucao de problemas. Tentamos explorar um pouco,
no texto, o uso da desigualdade entre as médias aritmética
e geométrica, em casos particulares (cf. Observagao [3| e
Exemplo . Vocé pode fazer isso em sala de aula, enfati-
zando que existem métodos mais gerais para a solugao des-
ses problemas, mas que nao sao elementares (sao aplicagoes
da nogao de derivada).

A segao final, sobre movimento retilineo uniformemente
variado, fornece uma aplicagao das funcoes quadraticas que
¢é imediata e de inegdvel importancia.

As sugestoes de leitura complementar [1] e [3] trazem
mais informacdes a respeito das fungoes quadraticas. As
sugestoes de [2] a [5] sdo indicadas para quem deseja ex-
plorar com maior profundidade o uso de desigualdades na
resolugao de problemas envolvendo méximos e minimos.
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