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1 Introducao

Nas aulas anteriores apresentamos o conceito de equagao,
que consistia na igualdade entre duas expressoes envol-
vendo incognitas. Neste material, trataremos situacoes nas
quais queremos analisar circunstancias em que duas ex-
pressoes sao comparadas através de uma desigualdade;
portanto, ao invés de haver um “equilibrio” entre as ex-
pressoes, haverd um “desequilibrio”. Deixaremos esse con-
ceito mais claro através dos seguintes exemplos compara-
tivos:

I. Joao é cinco anos mais velho do que Pedro.

II. Joao é pelo menos cinco anos mais velho do que Pe-
dro.

Observe que as duas sentencas, apesar de muito parecidas,
possuem significados distintos. Enquanto a primeira tem
um sentido de igualdade, a segunda transmite uma nogao
de desigualdade. Mais precisamente, se J é a idade de Joao
e P é aidade de Pedro, a primeira sentenga pode ser escrita
matematicamente como

J=P+5.

Por outro lado, a segunda sentenga pode ser escrita da
seguinte forma:
J>P+5.

Note que o simbolo utilizado (>) na segunda expressao
matemadtica é diferente do simbolo de igualdade (=) e, por
conseguinte, tem representa uma situacao distinta. De
fato, J > P + b significa que o valor de J é maior do
que ou igual ao valor de P 4+ 5. Ao longo desta aula,
utilizaremos os simbolos (>, >, <, <) para representar de-
sigualdades. Seus respectivos significados sao descritos a
seguir:

I) a > b significa “a é maior do que b”.

IT) a > b significa “a é maior do que ou igual a b”.
II) a < b significa “a é menor do que b”.
IV) a < b significa “a é menor do que ou igual a b”.

Além disso, também é importante compreender que cer-
tas desigualdades simples podem ser entendidas como in-
tervalos na reta dos numeros reais. Por exemplo, o con-
junto dos nimeros reais a tais que a > 5 é visualmente
representado como:

5. <

Por outro lado, o conjunto dos ntiimeros reais a estrita-
mente maiores do que 5, ou seja, todos os niimeros reais a
tais que a > 5, é representado como:

@)

>

Recorde que resolver uma equacao na incognita = era
0 mesmo que encontrar todos os valores reais de x que
tornassem verdadeira uma igualdade de expressoes (envol-
vendo z). Da mesma forma, resolver uma inequagao na
incégnita z é o mesmo que encontrar todos os valores re-
ais de = que tornem verdadeira uma desigualdade de ex-
pressoes (envolvendo z).

A seguir, resolveremos alguns exercicios simples envol-
vendo desigualdades e inequagoes, a fim de familizarizar o
leitor com os argumentos tipicamente envolvidos.

Exemplo 1 (ENEM 2010). Um motorista de um carro flex
(bicombustivel) calcula que, abastecido com 45 litros de ga-
solina ou com 60 litros de etanol, o carro percorre a mesma
distancia. Chamando de x o valor do litro de gasolina e
de y o wvalor do litro de etanol, a situacdo em que abaste-
cer com gasolina € economicamente mais vantajosa do que
abastecer com etanol € expressa por:

a) ¢ =

b) & =

Wl

[0

¢) 5>

Wl

d)§>

[V

e) 3 <

Qi

Solugao. Em primeiro lugar, observe que todos os itens
tratam sobre a fracdo £. Esse valor representa a razao
entre o valor do litro de gasolina pelo valor do litro de
etanol. Quanto menor for este valor, mais barata a gasolina
estard em relacdo ao etanol (em termos relativos).

Agora seja p o prego da gasolina e g o prego do etanol
quando os dois combustiveis sao equivalentes, i.e., quando
o gasto total para se percorrer a mesma distancia for o
mesmo. De acordo com o enunciado, matematicamente
isso ocorre se

p 60 4
X45=gx 60 <= — = — = _.
b a ¢ 45 3
Logo, sempre que % < % = %. serd mais vantajoso

abastecer com gasolinzi. A resposta correta é aletrae). O

Exemplo 2 (ACAFE 2015). Uma pessoa compra um terreno
de 40 metros de comprimento por 20 metros de largura. Ela
deseja deseja construir uma casa e estabelece ao arquiteto
contratado pelo projeto certas condigoes:

I @ drea destinada ao lazer deve ter 200m?;

II. a drea interna da casa mais a drea de lazer devem
ultrapassar 50% da drea total do terreno;

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



III. o custo da construgcao da casa deve ser menor que
R$450.000, 00.

Se o metro quadrado construido custa R$1.500,00, a drea
interna da casa que o arquiteto ird projetar serd:

a) entre 300m? e 400m?.
b) maior que 400m?.
¢) entre 200m? e 300m?.
d) menor que 200m?.

Solugao. O terreno tem area igual a 40 x 20 = 800m?.
Agora, seja # (em m?) a medida da 4rea interna da casa a
ser construida. Pelo item II, temos que

x+2002¥,

ou seja, x > 200. Pelo item III, temos que
1500z < 450.000 = x < 300.

Portanto, o item correto é c).
O

Exemplo 3 (ENEM 2014). Conforme regulamento da
Agéncia Nacional de Aviagao Civil (ANAC), o passageiro
que embarcar em voo doméstico poderd transportar baga-
gem de mao; contudo, a soma das dimensoes da bagagem
(altura + comprimento + largura) ndo poderd ser superior
a 115 em. A figura mostra a planificacdo de uma caiza que
tem a forma de um paralelepipedo retangulo.

24 cm
D

90 cm

O maior valor possivel para x, em centimetros, para
que a caiza permaneca dentro dos padroes permitidos pela
ANAC é:

a) 25.
b) 33.
c) 42.
d) 45.

e) 49.

Solucgao. Em primeiro lugar, devemos descobrir os valo-
res das dimensoes da caixa. J& conhecemos duas: 24cm e
z. Por outro lado, visualizando a montagem da caixa men-
talmente, percebemos que sua terceira dimensao é obtida
a partir da seguinte subtracao:

90 — 24 — 24 = 42.
Assim, pelas regras da ANAC, devemos ter
42424+ <115
ou, ainda, z < 49. A resposta correta é e). O

O leitor deve ter percebido que, ao longo da solugao
dos exercicios anteriores utilizamos diversas propriedades
das inequagbes de maneira intuitiva. Nosso proximo
passo serd entender de maneira um pouco mais formal
as manipulagoes algébricas que podem ser feitas em
desigualdades (resp. inequagoes).

Propriedade I. Sejam z e y nimeros reais quaisquer.
Entao, x > y se, e somente se, z+z > y+z paratodo z € R.

Em termos gerais, essa propriedade nos diz que, se um
nimero x é maior do que um numero ¥y, entao podemos
somar ou subtrair qualquer quantidade dos dois lados da
desigualdade x > y sem que isso altere sua validade.

Até aqui, nada de novo em relacdo as manipulagoes
permitidas em igualdades (resp. equagOes). Vejamos,
contudo, as préximas duas propriedades.

Propriedade II. Sejam z e y ntimeros reais quaisquer.
Entao, x > y se, e somente se, -z > y - z para todo real
positivo z.

Ou seja, diferentemente do que ocorre nas igualdades
(resp. equagoes), quando temos uma desigualdade (resp.
inequacao), podemos multiplicar (ou dividir) os dois lados
da relacao por um mesmo numero real, sem alterar o sen-
tido da desigualdade (resp. inequag¢do) apenas quando
esse numero for positivo.

Justificar propriedades I e II de maneira rigorosa esta
além dos objetivos deste médulo. Porém, convidamos o lei-
tor a realizar alguns testes de verificacao dessas proprieda-
des para nimeros inteiros. Além disso, devemos salientar
que as propriedades mencionadas também sao verdadeiras
para os demais tipos de desigualdades (resp. inequagoes)
(>, <,9).

Em resumo, podemos resolver inequagoes operando com
ambos os membros de formas semelhantes as que utiliza-
mos ao resolver equacoes. Porém, devemos ter o cuidado
de, ao realizarmos multiplicacoes ou divisoes, estar seguros
de que estamos realizando essas operagoes com numeros
positivos.
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Por fim, apresentaremos alguns exemplos simples de ma-
nipulacoes algébricas de inequagoes.

Exemplo 4. Resolva as seguintes inequagoes:
a) 2z +4 > 10.
b) —3x+5>14.

Solugao.
(a) Vamos comecar subtraindo 4 dos dois lados para obter

2x > 6.

Agora, veja que 2 é um numero positivo; entdo, dividindo
os dois membros por 2 (ou, o que é o mesmo, multiplicando-
0S por %), obtemos

x> 3.

(b) Podemos comecar subtraindo 5 de ambos os lados para
chegar a —3x > 9. Agora veja que —3 é negativo. Isso
significa que nao podemos dividir os dois lados por —3 sem
alterar a inequagao. Entao, somaremos 3z no dois lados,
ficando com

0>9+ 3.

Em seguida, subtraindo 9 dos dois lados, teremos
-9 > 3x.

Por fim, dividindo por 3, chegamos a
—-3>ux.

O

No item (b) do exemplo anterior, fizemos diversas
manipulagoes para evitar a divisao por um ntmero
negativo (—3, no caso). Para evitar contas em demasia,
podemos utilizar um “atalho algébrico” que, em verdade,
é uma terceira propriedade importante de manipulagao de
desigualdades (resp. inequagoes):

Propriedade III. Sejam x,y numeros reais. Entao,
x > y se, e somente se, z-z < y-z para todo real negativo z.

Em palavras, ao multiplicarmos ou dividirmos uma desi-
gualdade (resp. inequagao) por um nimero negativo, deve-
mos alterar o sentido da desigualdade. Por exemplo, vol-
tando para o item (b) do exemplo anterior, poderiamos
té-lo resolvido fazendo simplesmente:

—33:29(:)_—33%§%(:>x§—3.

2 Sugestoes ao professor

Sugerimos que o professor separe dois encontros de 50 mi-
nutos cada para abordar este material. Durante o pri-
meiro tempo, concentre-se em questoes que envolvem a
“traducgao” de situagoes que envolvem inequagodes para a
simbologia matemética. Idealmente, dé tempo para seus
alunos lerem e interpretarem os textos. Se possivel, en-
tregue os exercicios em uma lista ou escreva-os no qua-
dro. Utilize este primeiro momento também para identifi-
car problemas de leitura dos alunos. Em seguida, apresente
os conceitos de intervalos e propriedades basicas das ine-
quagoes. Por fim, resolva diversos exemplos simples para
que os alunos entendam bem os novos conceitos.
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