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1 Introducao

No moédulo anterior, aprendemos a utilizar a teoria dos con-
juntos para lidar com conjuntos no sentido amplo. Agora,
iremos centrar nossa atencao no estudo dos conjuntos
numéricos, os quais sdo basicamente conjuntos formados
por “nimeros”.

Conforme veremos ao longo deste moédulo, a prépria
nocao de “numero” nao foi sempre a mesma. Ao contrario,
ela foi evoluindo através da histéria da humanidade a me-
dida que situagoes novas (abstratas ou motivadas pela ob-
servacdo de eventos naturais) provocavam uma nova com-
preensao sobre os niimeros e suas operagoes.

2 Numeros naturais

Os nimeros naturais foram os primeiros a serem emprega-
dos pelos mais diversos povos antigos. Seu uso principal
era relacionado a enumeragao de objetos: dias até a co-
lheita, membros em uma comunidade, animais utilizados
na pecudria. Evidentemente, os antigos mais verbalizavam
0s numeros que os escreviam, e tampouco dispunham da
simbologia que utilizamos hoje em dia. Modernamente,
o conjunto dos naturais é representado pelo simbolo N e
declaramos seus elementos escrevendo

N={1,2,3,..}.

A representacao dos ntmeros utilizando os simbolos 1,
2,..., 9, 0 (conhecidos como algarismos) é conhecida como
sistema indo-arabico. Esse sistema, que é hoje utilizado
em todo o mundo, ndo foi o primeiro a ser desenvolvido.
Os Egipcios, os Romanos e os Maias sao exemplos de al-
guns povos que desenvolveram seus proprios sistemas para
representar os numeros inteiros. Porém, esses sistemas
cairam em desuso por sua pouca praticidade para efetuar
célculos.

A grande vantagem do sistema indo-arabico se da
através da utilizacao da base decimal. Nessa base, os
numeros sao representados como somas de poténcias de 10
multiplicadas por algarismos. Por exemplo, o nimero 4058
pode ser escrito como

4058 =4-10>+0-102 +5- 10" + 8- 10°.

Operagoes com naturais

Além de utilizarmos a notacao decimal, podemos represen-
tar os nimeros naturais por meio de pontos equidistantes
marcados ao longo uma semirreta, como mostrado a seguir:

A reta correspondente é conhecida como a reta numé-
rica.

O primeiro ponto da esquerda representa o nimero 1,
o segundo representa o nimero 2 e assim sucessivamente.
Mediante essa nova forma de compreender os niimeros na-
turais, a adigdo de um niimero b a um nimero a pode ser
entendida como um deslocamento de b passos para a di-
reita a partir do ponto a. Essa compreensao de que os
nimeros podem ser posicionados em uma reta facilita o
entendimento dos conceitos de maior que e menor que. De
fato, escrevemos a < b (leia a menor do que b) sempre que
a estiver representado a esquerda de b na reta numérica.

+b

a a+b

A partir dessa interpretacao visual da adigdo, também
podemos compreender duas propriedades muito importan-
tes relacionadas a essa operagao:

I. Comutatividade: Se a,b € N, entao a+b =0b+ a.

II. Associatividade: Se a,b,c € N, entdo a+ (b+c¢) =
(a+0b)+ec.

Essas propriedades nos dizem que a ordem em que re-
alizamos somas em sequéncia nao altera o resultado final.
Podemos empregar a propriedade da associatividade para
efetuar contas de maneira mais eficiente. Vejamos um

Exemplo 1. Para calcular a soma
1997 4+ 1998 + 2002 + 2003,

percebemos que 1997 42003 = 4000 e 1998 4 2002 = 4000.
Logo, rearranjando as parcelas, calculamos

1997 + 1998 4 2002 + 2003 =

= (1997 + 2003) + (1998 + 2002)
= 4000 + 4000

= 8000.

Também podemos utilizar a interpretacao geométrica
para compreender a operac¢ao inversa da adigdo (a sub-
tracao) através do seguinte raciocinio: Se a operacao de
adi¢do (a,b — a + b) pode ser entendida como caminhar
b passos para a direita a partir do ponto a, a operagao
inversa de subtragao (a,b — a — b) pode ser entendida
como caminhar b passos para a esquerda a partir do ponto
a.
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Porém, o raciocinio anterior tem uma falha: Veja que,
se a,b € N, entao a +b € N. Contudo, o0 mesmo nao
ocorre para a operacgao de subtracao. De fato, se b > a,
entao a — b nao tem sentido nos naturais. Nesse caso, dize-
mos que a operagao de adicao é fechada no conjunto dos
naturais, mas que a de subtragdo nao o é. Para que a sub-
tragao seja uma operagao fechada, devemos realizar uma
expansao do conjunto dos naturais, utilizando o conjunto
dos nimeros inteiros.

O conjunto dos inteiros serd nosso objeto de estudo na
préxima secao. Por ora, terminamos esta secao apresen-
tando uma defini¢ao formal do que vem a ser uma operacao
fechada em um conjunto.

Definicao 2. Seja M um conjunto nao vazio e ® uma
operacao entre elementos de M. Dizemos que ® € fechada

se a®b pertencer a M sempre que a e b forem elementos
de M.

Assim, vocé pode entender uma operacao fechada em
um conjunto M como uma “maquina” que transforma dois
elementos de um conjunto M em um outro elemento de M.

a —

a®b

3 Numeros inteiros

O conjunto dos ntimeros inteiros contém todos os niimeros
naturais, o nimero 0 e os numeros inteiros negativos
(que sdo os inteiros que estdo a esquerda do zero, na re-
presentagdo na reta numérica). Ele é representado pelo
simbolo Z e descrito sob a forma

Z={.,-3,-2,-1,0,1,2,3,..}.

(A notagdo Z para os inteiros foi introduzida por ma-
temdticos alemaes e deve-se ao fato de que, em alemao,
Zahl é o mesmo que nimero.)

Além da adicao e da subtracdo, também podemos
definir a multiplicagdo entre inteiros.

Definicdao 3. Sejam a e b nidmeros inteiros.
(i) Se a >0, entdo

axb=b+b+b+...+b.

a parcelas

(i1) Se a <0, entdo
axb=(=b)+(=b)+(=b)+...

—a parcelas

+ (=),

(i1i) Se a =0, entdo a x b= 0.

A operagao de multiplicagao também possui as proprie-
dades de comutatividade e associatividade, as quais sao
simbolizadas por

axb=bxa e ax (bxc)=(axb)xe,

respectivamente.

Por vezes, as propriedades da multiplicacao e da adigao
nos permitem fazer determinados tipos de calculos de
forma mais rapida. Vejamos alguns exemplos nesse sen-
tido:

Exemplo 4. Para calcular o valor da soma
14+24+3+---4+98+99 + 100,

podemos mudar a ordem das parcelas, adicionando os
termos equidistantes das extremidades da soma original.
Mais precisamente, observando que 1+100 = 101, 2+99 =
101,..., 50 + 51 = 101, calculamos a soma desejada da se-
guinte forma:

14243+ +98+99+100 =
= (14 100) 4 (24 99) + - -- + (50 + 51)
= 1014 101 +--- + 101

50 parcelas

= 50 x 101 = 5050.

Exemplo 5. Para calcular o valor de 16 x 73 x 125, fazemos

16 x 73 x 125 =2 x 8 x 125 x 73
=2 x 1000 x 73
=2 x 73 x 1000
= 146 x 1000
= 146000.

A multiplicacdo de um ndmero finito de fatores iguais
recebe notagao e nomenclatura especiais.

Definicao 6. Dados nimeros inteiros a e m com m > 0,
definimos a poténcia de base a e expoente m por

ad"=axaxax...Xa.

m fatores a

Se a # 0, definimos ainda a® = 1. (As razdes para essa de-
fini¢do aparentemente estranha ficardo claras na discussao
que sucede a Proposicao @)

Por exemplo, a multiplicagao 3 x 3 x 3 x 3 pode ser escrita
de forma abreviada como 3*. Agora, observe que podemos
usar a propriedade associativa para obter:

37 %32 =(3x3x3x3)x(3x3)
=3x3x3x3x3x3
:34+2:36.
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Aqui é desejavel que os alunos compreendam que o ar-
gumento utilizado no exemplo acima ¢é geral, e evidencia
uma importante propriedade das poténcias: para transfor-
mar um produto de poténcias de mesma base em uma sé
poténcia, basta repetir a base e somar os expoentes. Mais
geralmente, temos a seguinte

Proposicao 7. Sejam a, m e n inteiros, com m e n posi-
tivos. Entdo a™ x a" = a™t".

Também podemos escrever a igualdade acima como

m—+n
a —gm

an

Entao, fazendo m +n = p, temos m = p —n, de forma que
a igualdade acima pode ser reescrita como
p
a
_ —-n
— =, (1)
a
sempre que p > n (pois, na proposigdo anterior, m e n
foram supostos positivos, de forma que p = m +n > n).
Para que valha para inteiros positivos p > n é que
definimos a® como sendo igual a 1. Realmente, sendo esse
0 caso, temos
a” 0
_ _ _ n—m
i l=a"=a .
Utilizando a propriedade expressa na Proposigao [7] po-
demos escrever

(2%)" = 28 x 2% x 2% x 28
— 93434343

— 23><4 _ 212.

Mais uma vez, os calculos acima evidenciam uma impor-
tante propriedade geral de poténcias: quando temos uma
poténcia de uma poténcia, repetimos a base e multiplica-
mos os expoentes. Mais precisamente:

Proposicao 8. Sejam a, m e n inteiros, com m e n posi-
tivos. Entdo: (a™)" = a™*".

Observacao 9. O leitor deve ter bastante cuidado ao utili-
zar a propriedade de poténcias dada pela proposi¢do ante-
rior. Isso porque, quando escrevemos (a™)", os simbolos
dizem que temos a poténcia de expoente n de a™. Por ou-
tro lado, quando escrevemos al™"), os simbolos se referem
a poténcia de expoente m” de a e, para piorar as coisas,
em geral escrevemos simplesmente o™, em vez de a(™").

Assim é que (23)4 =22 mas

9(3") _ 93x3x3x3 _ 981

Quando realizamos uma operacao de adigao para, em
seguida, efetuar uma operacgao de multiplicacdo, podemos
simplificar nossa tarefa utilizando uma propriedade
denominada distributividade da multiplicacdo em relacdo

a adicao.
Distributividade: Para a,b,c € Z, temos

ax(b+c)=axb+axec

A distributividade pode ser compreendida visualmente
com o auxilio de uma configuragao reticulada de pontos.
Veja o exemplo para o caso a = 3, b =4 e ¢ = 5, mostrado
na figura a seguir:

0 00 0000 00
000 - ~ 0000000
o000 000000

3 x4 3x5 3x(4+5)=3

A propriedade distributiva é muito 1til para operarmos
com produtos notdveis. Por exemplo (e omitindo o simbolo
X, como de costume):

(a+b)? +b)(a+b)
+b)a+ (a+0b)b
a® + ba) + (ab + b?)
=a’®+ab+ ab+ b?

= a® + 2ab + V.

= (a
= (a

(
(
(

Da mesma forma, observando que a multiplicacdo
também se distribui em relagao a subtracao, isto é, que

ax(b—c)=axb—axec,
temos
(a+b)(a—0b) =(a+bla—(a+b)b
= (a® + ba) — (ab+ b?)
=a? 4 ab — ab — b*
=a? -

Exercicio 10 (ENEM 2016). O dbaco é um antigo instru-
mento de cdlculo que usa notacdo posicional de base 10
para representar numeros naturais. FEle pode ser apresen-
tado em vdrios modelos, um deles formado por hastes apoi-
adas em uma base. Cada haste corresponde a uma posi¢ao
no sistema decimal e nelas sao colocadas argolas; a quan-
tidade de argolas ma haste representa o algarismo daquela
posi¢do. Em geral, colocam-se adesivos abairo das hastes
com os simbolos U, D, C, M, DM e CM, que correspon-
dem, respectivamente, a unidades, dezenas, centenas, uni-
dades de milhar, dezenas de milhar e centenas de milhar,
sempre comecgando com a unidade na haste da direita e as
demais ordens do numero no sistema decimal nas hastes
subsequentes (da direita para esquerda), até a haste que se
encontra mais 4 esquerda.

Entretanto, no dbaco da figura, os adesivos nao sequiram
a disposicao usual.
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e
d & B 0 @O =

Nessa disposi¢cdo, o numero que estd representado na
figura €

Solugao. A seguir, mostramos a correspondéncia usual:
U—-1,D->17C—=1M—0, DM — 6, CM —
4. Portanto, o nimero representado no dbaco da figura é
460171, o que corresponde ao item (d).

O

4 Sugestoes ao professor

Muitos professores tendem a ensinar os conjuntos numéri-
cos de maneira apressada, tendo como pressuposto a ideia
de que os alunos ja aprenderam sobre os nimeros e suas
operagoes em anos iniciais do Ensino Fundamental. Porém,
gostariamos de alertar que esta visao nao é a mais ade-
quada, e muitos alunos (sendo a maioria deles) chegam ao
Ensino Médio com graves deficiéncias quanto a célculos
aritméticos simples, como os apresentados aqui. Dessa
forma, sempre que possivel, é interessante o professor de-
dicar algum tempo a revisar com seus alunos as operagoes
em conjuntos numéricos.

http://matematica.obmep.org.br/

matematica@obmep.org.br



	Introdução
	Números naturais
	Números inteiros
	Sugestões ao professor

