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Motivacao

Suponha que a matriz A de um sistema linear pode ser escrita
como A = LU, onde L é uma matriz triangular inferior e U é uma
matriz triangular superior.

Ax=b= LUx=0b

Chamando y = Ux, resolvemos

Ly =b (1)

Ux =y (2)



Motivacao

Resolvendo a equagdo (1):

precisamos de n?> — n operacdes para encontrar y.

Motivacao

Resolvendo a equacgdo (2):
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precisamos de n®> — n operacdes para encontrar x.
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Motivacao

2

As equagdes (1) e (2) requerem n“ — n operac¢des cada, totalizando

operacdes da ordem de 2n?.

Motivacao

Dada a decomposicao A = LU, reduzimos o nimero de operacoes
para encontrar a solucao do sistema da ordem de %n3 para a
ordem de 2n?:

n snd 2n? Reducdo (%)
10 850 180 77.6
100 681.550 19.800 97.1
1000 | 668.165.500 | 1.998.000 99.7




Motivacao

Problema: o custo de encontrar uma decomposicao da forma

A = LU requer operacoes da ordem de %n3.

De qualquer forma, ter a decomposicio A = LU ainda pode ser
vidvel quando precisamos resolver o sistema Ax = b para varios
vetores b.

Decomposicao LU

Suponha que é possivel aplicar eliminacdo Gaussiana a matriz A
sem a necessidade de pivotamento.

a1 32 a3 ... ain
a1 ax a3 ... an
AL — A— | a31 a3 a3 ... a3,




Decomposicao LU

O primeiro passo da eliminacdo consiste em, para cada

. ain

i=2,3,...,n, fazer Lj — mjjL;1 — L;, onde mj; = — e Al) e
a1l

torna

dil1 412 4d13 ... din

0 dp2 dp3 ... dop

A(z) — 0 a32 ai3 ... da3ip
| 0 dn2 dn3 dnn |

Decomposicao LU

Note que a matriz A pode ser encontrada através do produto
MM A (verifique!), onde

1 00 ... 0

— Mo 1 0 ... 0

M(l) — —Mms3i O 1 ... 0
| —mpp 00 Lo 1]

A matriz M(1) é chamada primeira matriz de transformac3o de
Gauss.



Decomposicao LU

De maneira similar podemos construir M(z), matriz identidade com
as entradas abaixo da diagonal na segunda coluna sendo

d;2
—mjp — ——.
dn?
[ 1 0 0 ... 0]
0 1 0O ... 0
M(2) — 0 —ms32 1 0
i 0 —Mpo o ... 1 i

Decomposicao LU

E o resultado do produto M@ AR) serd a matriz

dil1 d12 413 ... din

0 aro 4d3 ... dan

A(3) — 0 0 d33 ... ain
| 0 0 an3 “ .. ann |

ou seja, ABG) = M) AR) = M (MD AM)) = M M) A



Decomposicao LU

Seguindo com o algoritmo de eliminacdo de Gauss, fazemos

aj . .
Li — mjL; — L;, onde mU:j, I1=2,3,....,nej=1i+1,...,nm
11
d11 412 413 ... din
0 daj»p a3 ... ap
A("): 0 0 da33 ... d3p
0 0 0 ... a,

e simultaneamente, construimos as matrizes

MO Mm@ pn=1),

1.0 0 0
0 0 0 0
Mo — |0 00
0 ... —my 0 0
0 —Mp; . .. 1

Decomposicao LU
Portanto, Al" = M=) m(n=2)... p2)p(1) A,
Esse processo retorna a matriz U = A(") da decomposicio A = LU.

Para encontrar a matriz L, observe que

1 0 0 07
0 0 0 0
10—t = | 0 00
0 mij 0 0

L 0 mp; 1 A




Decomposicao LU

Logo,

A — pp(n=1) pp(n=2) - 12 pg(1) A
— (@) =) aln) — @) (=) pg(n=1) (D) A
— (@) (=) aln) — A

= LU =A, onde L= LMW ...[(n=2);(n=1)

Exemplo

Calcule a decomposicao LU para a matriz A abaixo:

1 -2 3
A= 1|2 -5 12
0 2 -10



Exemplo

Resolva o sistema Ax = b para b=(2,9,—-8) e b =(1,2,0).

Trabalho: matrizes de permutacao

Leia a secdo sobre permutacao de matrizes do Capitulo 6.5 e
descreva a decomposicao PA = LU com exemplos em, no maximo,
duas paginas.



