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Objetivo

Resolver sistemas lineares:
2x + y − 3z = −1
−x + 3y + 2z = 12
3x + y − 3z = 0



Operações elementares

I Multiplicar uma linha por uma constante: λLi → Li
I Somar uma linha com o produto de outra por uma constante:

Li + λLj → Li
I Trocar duas linhas de posição: Li ↔ Lj

Eliminação de Gauss


2x + y − 3z = −1
−x + 3y + 2z = 12
3x + y − 3z = 0

Fazendo (−1)L1 → L1 e L1 ↔ L2
x − 3y − 2z = −12

2x + y − 3z = −1
3x + y − 3z = 0

Fazendo L2 − 2L1 → L2 e L3 − 3L1 → L3
x − 3y − 2z = −12

7y + z = 23
10y + 3z = 36



Eliminação de Gauss

Fazendo L3 − 10
7 L2 → L3

x − 3y − 2z = −12
7y + z = 23

11
7 z = 22

7

logo,

z =
22

7
· 7

11
⇒ z = 2

7y + 2 = 23⇒ y = 3

x − 9− 4 = −12⇒ x = 1

Eliminação de Gauss

O sistema 
2x + y − 3z = −1
−x + 3y + 2z = 12
3x + y − 3z = 0

pode ser escrito como Ax = b, onde

A =

 2 1 −3
−1 3 2
3 1 −3

 , x =

 x
y
z

 , b =

 −1
12
0





Eliminação de Gauss

Como precisamos apenas dos coeficientes das equações, podemos
representar o sistema através da matriz aumentada:

[A; b] =

 2 1 −3 −1
−1 3 2 12
3 1 −3 0


e executar as operações sobre as linhas dessa matriz.

Eliminação de Gauss

Fazendo(−1)L1 → L1 e L1 ↔ L2 1 −3 −2 −12
2 1 −3 −1
3 1 −3 0


Fazendo L2 − 2L1 → L2 e L3 − 3L1 → L3 1 −3 −2 −12

0 7 1 23
0 10 3 36


Fazendo L3 − 10

7 L2 → L3 1 −3 −2 −12
0 7 1 23
0 0 11

7
22
7





Eliminação de Gauss

De modo geral:
a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2

...
...

an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn

ou seja 
a11 a12 . . . a1n a1,n+1

a21 a22 . . . a2n a2,n+1
...

...
...

...
an1 an2 . . . ann an,n+1



Algoritmo

Se a11 6= 0, fazemos Lj − (aj1/a11)L1 → Lj
1, para cada

j = 2, . . . , n: 
a11 a12 . . . a1n a1,n+1

0 a22 . . . a2n a2,n+1
...

...
...

...
0 an2 . . . ann an,n+1


Repetimos o processo acima a partir da linha 2. Ao final do
processo, teremos uma matriz escalonada.

1Isso aferará todos os valores das linhas 2, 3, . . . , n, mas por simplicidade da
notação, continuaremos utilizando aij para denotar a entrada localizada na
i-ésima linha e j-ésima coluna.



Algoritmo

A etapa de substituição retrocedida (backward substitution) é dada
da seguinte forma:

xn =
an,n+1

ann

xn−1 =
an−1,n+1 − an−1,nxn

an−1,n−1

e portanto

xi =
ai ,n+1 − ainxn − ai ,n−1xn−1 − · · · − ai ,i+1xi+1

aii

=
ai ,n+1 −

∑n
j=i+1 aijxj

aii

Implementação

1 # Entrada :
2 # n = dimensao da mat r i z
3 # A = [ a i j ] , 1 <= i <= n , 1 <= j <= n+1, mat r i z aumentada
4 # Sa ida :
5 # [ x 1 , x 2 , . . . , x n ] s o l u c ao do s i s t ema
6 # ou in fo rmacao de que o s i s t ema nao p o s s u i un i c a s o l u c ao
7
8 # esca lonamento
9 para i = 1 , . . . , n−1

10 s e j a p , i <= p <= n , o menor i n t e i r o t a l que a p i ˜= 0
11 se p nao f o r encont rado sa i a , p o i s nao e x i s t e s o l u c ao un i c a
12 se p ˜= i t r oque as l i n h a s L p e L i de po s i c a o
13 para j = i +1, . . . , n
14 m i j = a i j / a i i
15 ex e cu t e ( L j − m i j ∗ L i ) −> L j
16 f im
17 se a nn == 0 sa i a , p o i s nao e x i s t e s o l u c ao un i c a
18 f im
19
20 # backward s u b s t i t u t i o n
21 x n = a n , n+1 / a nn
22 para i = n−1, . . . , 1
23 s = 0
24 para j = i +1, . . . , n
25 s = s + a i j ∗ x j
26 f im
27 x i = ( a i , n+1 − s ) / a i i
28 f im
29 sa ida , s o l u c ao [ x 1 , x 2 , . . . , x n ]



Contando operações

Temos n− i divisões na linha 14 e (n− i + 1)(n− i) multiplicações
na linha 15.

Durante toda etapa de eliminação são

n−1∑
i=1

(n−i)+(n−i+1)(n−i) =
n−1∑
i=1

(n−i)(n−i+2) =
2n3 + 3n2 − 5n

6

divisões e multiplicações.

Contando operações

Além disso, temos

n−1∑
i=1

(n − i)(n − i + 1) =
n3 − n

3

somas e subtrações durante a etapa de eliminação.



Contando operações

Na etapa de substituição, temos 1 divisão na linha 21 e n − 1 na
linha 27. Além disso, n − i multiplicações na linha 25, totalizando

1 + (n − 1) +
n−1∑
i=1

n − i =
n2 − n

2

divisões e multiplicações.

Contando operações

E

(n − 1)
n−1∑
i=1

n − i − 1 =
n2 − n

2

somas e subtrações.



Contando operações

Totalizando

* e /:
2n3 + 3n2 − 5n

6
+

n2 − n

2
=

2n3 + 6n2 − 2n

6

+ e -:
n3 − n

3
+

n2 − n

2
=

2n3 + 3n2 − 5n

6

Contando operações

Quando o número n de equações cresce, o número de operações
cresce em proporção n3

3

n * e / + e -

10 430 375
100 343.300 338.250

1000 334.333.000 333.832.500



Trabalho

Leia a Seção 6.2: Estratégias de Pivoteamento e descreva em duas
páginas os problema e vantagens das três estratégias de
pivoteamento: parcial, parcial escalada e completa. Ilustre os
problemas e como eles são resolvidos pelas estratégias através de
exemplos (diferentes do livro!).


