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Motivacao

Queremos interpolar n 4+ 1 pontos:

{(XOv f(XO))7 (X17 f(Xl))a ) (Xm f(Xn))}



Motivacao

Interpolacao de Lagrange
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Interpolacao de Lagrange

Problema:
Grande variacdo dos valores do polinémio.

Spline

Vamos dividir em subintervalos [x;, xj11] e utilizar polindmios
aproximantes para cada subintervalo.

Chamamos aproximacao polinomial por partes.



Spline linear

Utilizamos segmentos de reta em cada subintervalo, para cada
i =0,1,

oo, n—1:

si(x) = aix + bj, x € [x;,Xi11]

Spline linear




Spline linear

Problema:
A aproximagdo de f no intervalo [xg, x,| ndo é diferencidvel em
todos os pontos.

Alternativa

Podemos utilizar polindbmios de grau 2 em cada subintervalo:
2
si(x) = aix” + bix + ¢i, x € [Xj, Xi+1]

com/=0,1,...,n—1



Alternativa

Temos 3n incégnitas

S,'(X) = a,'X2 + bix+¢j, x € [X,',X,'_|_1] el =0,1,...

Interpolacao:

So(Xo) = f(Xo)
so(x1) = f(x1) e si(x1) = f(x1
f(Xz) € 52(X2) = f(XQ

s1(x2) =

)
)

,n—1

Sp2(xn1) = FOxno1) € Spo1(xn_1) = F(xn_1)

sn—1(xn) = f(xn)

Alternativa

Suavidade:

Sp—o(Xn—1) = s/, _1(xn-1)

Temos 3n incdgnitas e 3n — 1 equacoes.

Temos que encontrar mais uma restricdo (equacdo).



Spline clbica

Utilizando polindbmios de grau 3 em cada subintervalo:
si(x) = ajx> + bix* + cix + di, x € [Xi, Xp41]
ou
si(x) = aj(x — X,-)3 + bi(x — X,-)2 + ci(x — xj) + di, x € [xj, Xpt1]

com/i=0,1,...,n—1

Temos 4n incégnitas.

Spline clibica

Interpolacao:

So(Xo) = f(Xo)

So(Xl) = f(Xl) (S 51(X1) = f(Xl)
51(X2) = f(Xz) c 52(X2) = f(Xz)
Sp2(xn1) = F(xn1) € Sp1(xn1) = F(xn_1)

)

= f(xn)

Sn—1 (Xn

Suavidade:



Spline clbica

Suavidade da derivada:

so (x1) = sy (x1)
57 (x2) = s5(x2)

Sp—_o(Xn— 1)—5n 1(Xn—1)

Temos 4n incégnitas e 4n — 2 equacoes.

Spline clbica com fronteira livre (natural)

s0(x0) = 55-1(xn) = 0

Xp € Xp sao candidatos a pontos de inflexao.



Spline cubica com fronteira amarrada

so(x0) = f'(x0) € 5,1 (xn) = ()

Precisamos do valor de f’ nos pontos extremos do intervalo.

Exemplo

Spline cibica com fronteira livre passando por (1,2),(2,3),(3,5).

o(x — 1) + bo(x — 1) + co(x — 1) + do, x € [1,2]
(x=2P +bhi(x =22 +ca(x—2)+d, x€[2,3]

So(X)

si(x) =a

sh(x) = 3ap(x — 1)® 4+ 2by(x — 1) + o, x € [1,2]
s (x) = 3a1(x —2)* 4 2by(x — 2) + c1, x € [2,3]

sy (x) = 6ap(x — 1) 4+ 2bg, x € [1,2]
sy (x) = 6a1(x — 2) + 2b1, x € [2,3]



( 50(1) =2
50(2) =3
51(2) =3
51(3) =5
| %2 =5
s0(2) = 51(2)
so(1) =0
[ 57(3)=0
( ao(]. — 1)3 + bo(]. — 1)2 + Co(]. — 1) + dy =
(212 +b(2-12+c2—-1)+dy =
a(2—=2P7 +bh(2-2°+c(2—2)+d, =3
) a1(3-2°+b(3-2°+c(3-2)+d =5
3ag(2 —1)? +2by(2 — 1) 4+ g = 3a1(2 — 2)* + 2b1(2 — 2) + 1
6ag(2 — 1) + 2by = 6a1(2 — 2) + 2b;
630(1 — 1) + 2by =
L 631(3 — 2) +2b; =

Exemplo

([ dyp =2

ap+ bg+ cog+dyp =3
d =3
ai+bi+c+di=5
3ap +2byg+ g =1
6ag + 2by = 2b;

2bp =0

| 6a1 +2b; =0

ap+c=1
ay+ by +c =2
§ 3ap+co=c
630:2[)1

6a; +2b; =0




Exemplo

(a9 +oo = 1
di1 ‘|‘b1 +c = 2
§ 3a0 +co —c = 0
. 6a1 +2b; = 0
Solucio:
30:%, bOZO, Co:%, d0:2, 31:—%, b1:%, Cl:%edl
Exemplo
Portanto,
s(x)—{ 2+ Fx =D+ 3(x - 1), se x € [1,2]
3+ 3(x—2)+3(x—2)°—1(x—2)°, sexe23]



Exemplo

5.5
5.0
4.5
4.0
3.5
3.0
2.5

2.0

Exemplo

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5

Spline cibica amarrada passando por (1,2),(2,3),(3,5) com
f'(1)=2ef'(3)=1.
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Exemplo

Solucao:

(x—1)%, sexel[l,2]
(x —2)%, sexel23]
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Exemplo

0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 35

Teoremas

Teorema: Se f estd definidaem a=xp < x1 < ... < Xx, = b, entdo
existe uma Unica spline cibica natural s interpolante para f.
(spline clibica natural satisfaz: s”(a) = s”(b) = 0)

Teorema: Se f édefinidaema=xp<x1<...<x,=>be
diferencidvel em a e b, entio existe uma Unica spline ctbica
amarrada s interpolante para f.

(spline ciibica amarrada satisfaz: s'(a) = f/(a) e s'(b) = /(b))



Exercicio

Calcule a spline cibica natural interpolante para f(x) = e* nos
pontos (0,1), (1, e), (2, €?), (3, e%) e amarrada passando pelos
menos pontos com /(0) = 1 e f/(3) = &5.

Exercicio
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