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Motivacao




Polinomios

Utilizamos polindbmios para a aproximag¢ao pois:

» A derivada e a integral de polin6mios ainda é um polinémio

» Teorema da aproximacao de Weierstrass:
Se f é continua em [a, b], para todo € > 0, existe um
polindmio P(x) tal que

1f(x) — P(x)| < e, Vx € [a, b]

Problema

Encontrar um polindmio de grau no maximo um que passe pelos
pontos (Xo, f(Xo)) e (Xl, f(Xl))

Defina
X —X1
L — L =
O(X) X0 — X1 © 1(X) X1 — X0

X — X0

entao,

P(X) = f(Xo)Lo(X) + f(Xl)Ll(X)

interpola os pontos.



Problema

Polindmio interpolador de Lagrange linear:

P(X) = f(Xo)Lo(X) + f(Xl)Ll(X)

Lo(x) = L e Li(x) =

Xp — X1 X1 — X0

X — X0

De fato,

P(x0) = f(x0)Lo(x0) + F(x1)L1(x0) = F(x0) b + F(x1)

X0 — X1 X1 — X0

— f(XO) -1+ f(Xl) -0 = f(Xo)

P(s1) = Flablo) + Flu)a() = Foa) 2% 4 £(sg) B0

= f(Xo) -0 + f(Xl) -1 = f(Xl)

Exemplo

Calcule o polinbmio interpolador de Lagrange linear para os pontos
(2,4) e (5,1).

x—D5 x—D5 xX—2 x-=2
L — = — L = =
o) =575 3 e h=55=73
-5 —2 —4x +20+x —2
P(x):_X3 .4+X3 1= - X 46



Exemplo

Teorema

Corolario (Teo. Fund. algebra):

Sejam P(x) e Q(x) sdo polinémios de grau no maximo n. Se
X1,X2,...,Xk, k> n, sdo nimeros distintos com P(x;) = Q(x;),
entdo P(x) = Q(x), Vx € R.

De fato, seja R(x) = P(x) — Q(x)
graude R(x) <neR(x;))=0, Vi=1,...,k
R(x) tem k raizese k > n = R(x) =0= P(x) = Q(x), Vx e R



Generalizando

Queremos interpolar n+ 1 pontos (xp, f(x0)), - - -, (Xn, f(Xn)) com
um polinbmio de grau no maximo n.

Para cada Kk =0,1,2,...,n, definimos

Lk(x):{o’ se | # k

1, sei=k
logo,
Le(x) = (x —x0)(x —x1) -+~ (x = xp—1)(X — Xkx1) -+ - (X — xp)
(i = x0) (i — x1) - -+ (X = Xk—1)(Xk = Xkt1) -+~ (Xk = Xn)
e portanto,

P(x) = f(xo)Lo(x) + f(x1)La(x) + - -+ + F(xn)Ln(x)

Polindbmio interpolador de Lagrange de grau n

Se xp, Xx1,...,Xp, sa0 n+ 1 nimeros distintos e f uma funcdo cujo
valor nesses pontos é dado, entdo existe um tnico polinémio P(x)
de grau no maximo n tal que

f(Xk) = P(Xk), szO,l,...,n.
P(x) é dado por
P(x) =) Fxi)Li(x) = F(xo)Lo(x) + -+ + F(xa)Ln(x)
k=0
Le(x) :H x=x;i  (x=x0) - (x = xk—1)(X = Xkg1) - (X — Xn)

soxk =i (= x0) - (= xk—1) Ok — xk1) o (X — Xn)
7




Exemplo

Calcule o polindmio interpolador de Lagrange de grau 2 para
f(x) =% usando xo = 2, x; = 2.75 e xo = 4.

Lo(x) = g - gg j)) = Z(x—275)(x — %)
(x —2)(x — 4) 16
L) = (2.75 - 2)(275—4) X2 =4)
Lo(x) = g - gg - ; ;;’)) E(X _ 2)(x — 2.75)
f(2) =13, f(2.75) =L e f(4) =%
Exemplo

Portanto,
P(x) = %(X —2.75)(x —4) — %(x —2)(x —4)+ 1—10(X —2)(x — 2.75)

1, 35 49

n "8 u
Use P(x) para aproximar f(3) = :
9 105 49 29
f(3)~ P(3) = 5 — 55 + 24 = gg ~ 032955



Exemplo

"

Erro

Teorema:

Suponha xg, x1, ..., X, nimeros distintos no intervalo [a, b] e
f € C"1[a, b]. Entdo, para cada x € [a, b], existe um niimero
£(x) em (a, b) tal que

F D ()

Fx) = Px) = (n—+1)!

(x —x0)(x — x1) -+ - (x — xn)

onde P(x) é o polindmio interpolador de Lagrange de grau n.



Exemplo

Calcule o maximo do erro para a aproximacao do exemplo anterior.

Pelo Teorema,
F3)(¢(x))

T (x —x0)(x — x1)(x — x0) =
—(£(x))"*(x — 2)(x — 2.75)(x — 4), com &(x) € (a, b)

Exemplo

Como &(x) € (2,4), temos (£(x)) * <274 = L.

Além disso, calculando os pontos criticos de
g(x) = (x —2)(x —2.75)(x —4) = x> — x> + Px —22:

35 49 1
g'(x) =3x% — 5 X + 5 = 5(3X —7)(2x —7)

—378\(3)7 108 —278\2) 7 16



Exemplo

Portanto, o mdximo do erro é dado por

FR(E(x))
3!

9

(x — 2)(x — 2.75)(x — 4)| < % (‘E) ‘ ~ 0.03516




